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GIL'BERT FAZOSINING ASOSIY XOSSALARI VA UNING TURLI
MASALALARGA TADBIQI

Annotatsiya: Ushbu maqolada funksional analizning muhim bo‘limlaridan
biri bo‘lgan Gilbert fazosining nazariy asoslari va uning amaliy tadbiqlari keng
yoritilgan. Xususan, normalar ekvivalentligi tushunchasi, unga oid ta’rif va
teoremalar, hamda bu holatlarning fazoviy strukturaga ta’siri tahlil qilinadi.
Chiziqli normalangan fazodagi qism fazolar haqidagi xususiyatlar, ularning
yopiq va cheklangan to‘plamlar bilan bog‘ligligi ko‘rib chiqiladi. Maqolada
skalyar ko‘paytmali fazolar tushunchasi, ular asosida qurilgan fazoviy
strukturalar va ularning xossalari o‘rganiladi. Shuningdek, abstract (abstrakt)
Gilbert fazolari, ya’ni cheksiz o‘lchamli skalyar ko‘paytmali to‘liq fazolar
ta’rifi, ularning mavjudligi va amaliy ahamiyati nazariy va misollar orqali
yoritiladi. Har bir asosiy tushuncha ta’riflar, muhim teoremalar va ularni
tasdiglovchi misollar bilan boyitilgan bo‘lib, mavzuning chuqur o‘zlashtirilishini
ta’minlaydi.

Kalit so‘zlar: Gilbert fazosi, normaning ekvivalentligi, chizigli fazo,
skalyar ko‘paytma, qism fazo, abstrakt Gilbert fazosi, funksional analiz,
teorema, amaliy tadbigq.
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MAIN PROPERTIES OF HILBERT SPACES AND THEIR
APPLICATIONS TO VARIOUS PROBLEMS

Abstract: This article explores the fundamental concepts of Hilbert spaces,
which form a core part of functional analysis, along with their theoretical
foundations and practical applications. In particular, it examines the concept of
norm equivalence, relevant definitions and theorems, and the implications of
such equivalence on the structure of normed spaces. The properties of subspaces
within linear normed spaces are discussed, including aspects related to closure
and boundedness. The study also covers inner product spaces and the structures
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derived from them, emphasizing their analytical and geometric significance.
Furthermore, abstract Hilbert spaces—defined as complete inner product spaces,
often infinite-dimensional—are introduced and analyzed. Each central concept
is supported by clear definitions, key theorems, and illustrative examples,
ensuring a thorough understanding of the topic and its practical relevance.

Keywords: Hilbert space, norm equivalence, linear space, inner product,
subspace, abstract Hilbert space, functional analysis, theorem, practical
application.

YAK: 517.9
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OCHOBHBIE CBOMCTBA THJIBBEPTOBA ITPOCTPAHCTBA U
X ITPUMEHEHHUE B PA3JIMYHbIX 3A/TAYAX

AnHoTaumus: B jaHHOUM cTaTtbe paccmaTpuBaroTcs (yHIaMeHTaJIbHBIC
MOHATUSL THJIBOEPTOBAa NPOCTPAHCTBA, SIBISIOIMIETOCS BAXXHEUIIUM pPa3eioM
GYyHKIMOHATBHOTO aHalu3a, a TakKe €ro TEOPETUYECKUE OCHOBBI U
npaktudeckue npumeHeHus. Ocoboe BHUMaHWE YyAENSAETCS SKBUBAJICHTHOCTU
HOPM, COOTBETCTBYIOIIIMM OIPEJICICHUSIM U TEOpeMaM, a TAKKE BIHUSHUIO TOU
OKBUBAJICHTHOCTH Ha CTPYKTYPy HOPMHUPOBAHHBIX MPOCTPAHCTB. M3ywarorcs
CBOMCTBA TOITPOCTPAHCTB JTMHEHHBIX HOPMHUPOBAHHBIX MPOCTPAHCTB, BKITIOUAs
BOIIPOCHI 3aMKHYTOCTH M OTpaHUYE€HHOCTU. OCBEIAIOTCA BHYTPEHHE CKaJIsipHbIE
(EBKIIMIOBBI) TPOM3BEIACHUS W  TOPOXKAAEMbIe HWMH  CTPYKTYpBI, HX
aHAIMTUYECKOE M reoMeTpuyeckoe 3HaueHue. Kpome Toro, paccmaTpuBaroTcs
abCTpaKkTHbIE THUIBLOEPTOBBI MPOCTPAHCTBA — IMOJIHBIE MPOCTPAHCTBA CO
CKaJISIpHBIM TPOU3BEJIEHUEM, YacTO OeckoHeyHoMepHble. Kaxaplii KitoueBOn
TEPMUH CHA0XKEH UYETKUMU OMNpPENENCHUSMH, OCHOBHBIMH TEOpEMaMH W
MOSICHSIIOIIMMHU TIPUMEPaMHU, YTO CITOCOOCTBYET TIIyOOKOMY MMOHUMAHHUIO TEMBI U
€€ MPUKJIIAJHOTO 3HAYCHUS.

KiroueBrblie ciioBa: ruip0epTOBO MPOCTPAHCTBO, YKBUBAICHTHOCTH HOPM,
JUHENHOE MPOCTPAHCTBO, CKAJAPHOE MPOU3BEIEHUE, IOAIPOCTPAHCTBO,
a0CTpakTHOE TMILOEPTOBO MPOCTPAHCTBO, (PYHKIIMOHAIBHBIN aHAIU3, TEOpEMA,
MPaKTUYECKOE TIPUMEHEHHE.

Gilbert fazosi - chiziqli algebra va funksional analiz sohasida muhim
ahamiyatga ega bo‘lgan matematik tushuncha. Gilbert fazosi, Evklid fazosining
umumlashgan ko‘rinishi bo‘lib, cheksiz o‘lchovli fazolar uchun ko‘p
qo‘llaniladi.
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Gilbert fazosining asosiy xususiyatlari quyidagilardan iborat:

» Cheksiz o‘lchovli vektor fazosi. Gilbert fazosi, cheksiz sondagi vektorlar
yig'indisidan iborat bo‘lgan fazodir.

» Ichki ko‘paytirish operatori. Gilbert fazosida vektorlar orasida ichki ko‘paytirish
operatori aniqlanadi. Bu operator vektorlar orasidagi "masofa" tushunchasini
ta'minlaydi.

» Metrika. Gilbert fazosida vektorlar orasidagi masofani belgilovchi metrika
mavjud. Bu metrika vektorlar orasidagi "masofa" ni aniqlaydi.

» Gilbert fazosi va uning xususiyatlari turli sohalarda muhim ahamiyatga ega:

» Kvant mexanikasi. Gilbert fazosi, kvant mexanikadagi "holat fazosi"
tushunchasini modellashtirish uchun keng qo‘llaniladi.

» Operator nazariyasi. Gilbert fazosi, cheksiz o‘lchovli operatorlar nazariyasi
uchun asos bo‘lib xizmat qiladi.

» Funktsional analiz. Gilbert fazosi, funktsional analiz nazariyasida keng
q o‘llaniladi. Jumladan, integrallar, differensial tenlamalar, cheksiz o‘lchovli
yig'indilar kabi murakkab matematik tushunchalar Gilbert fazosi orqali
o‘rganiladi.

» Signallar nazariyasi. Gilbert fazosi, signallar nazariyasi, sonli qayta ishlov berish
va aloqa nazariyasi kabi sohalarda qo‘llaniladi.

Chiziqli normalangan fazolar metrik fazo bo‘lganligi uchun bunday fazolar
uchun metrik fazolar uchun kiritilgan barcha tushunchalar, teoremalar o‘rinli
bo‘ladi.

Ta'rif—1. E chiziqli fazo bo‘lib, unda ikkita usul bilan norma kiritilgan bo‘ladi:
Ix|["", ||Ix|[*. Agar shunday bir 8>0 son mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x€ E element
uchun [lx||*<glx"

Tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda [|x|/*’ norma ||x||"’ normaga bo‘ysundirilgan
deb aytiladi.Agar E chizigli fazoda ||x||*’ norma |||’ normaga bo‘ysundirilgan
bo‘lsa, u holda |X,/< E ketma-ketlikning x nuqtaga ||x||" norma bo‘yicha
yaqinlashishidan uning ||x||” norm abo‘yicha yaqinlashishi ( shu x nuqtaga )
kelib chigadi.

Ta'rif—1. E chiziqli fazo bo‘lib, unda ikki xil usul bilan norma kiritilgan
bo‘Isin: ||x|", |lx]|”. Agar shunday bir >0, B>0 sonlar mavjud bo‘lib, ixtiyoriy
x€ E element uchun a ||x||"'<||x||” < ||x||"

Tengsizlik o‘rinli bo‘lsa u holda ||x|[" va ||x||” normalar ekvivalent deb
aytiladi.

Teorema—1. Ixtiyoriy haqiqiy (kompleks) chekli n o‘lchovli chizigli
fazodagi barcha normalar ekvivalentdir.

E chiziqli fazo ( normalangan ) va undagi bo‘sh bo‘lmagan L to‘plam
berilgan bo‘lsin.

Ta'rif—2. Agar E chiziqli normalangan fazodagi L to‘plam yopiq chiziqli
ko‘pxillikdan iborat bo‘lsa, u holda L to‘plam E chiziqli normalangan fazodagi
qism fazo deyiladi.
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Masalan, agar C|, ;) fazodagi barcha darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlar
to‘plamini garasak, u holda bu to‘plam C, ,y dagi qism fazo bo‘ladi.Endi Gil bert
fazosi tushunchasini kiritamiz.

Ta'rif-3. H orqali kompleks vektor ( chiziqli ) fazoni belgilaylik. Agar H
fazoning har bir x, y elementlari juftligiga quyidagi shartlarni (aksiomalarni)
qanoatlantiruvchi elementlar skalyar ko‘paytmasi deb ataluvchi (x,y) kompleks
son mos qo‘yilgan bo‘lsa, ya'ni:

D) (y,x)=(x,y);

2) (Axi+px,y 6=Axy,y)+p(x5, y);

3) (x,x)=0 , (x,x)=0 faqat va fagat x=0 bo‘lsa, u holda H ni skalyar ko‘paytmali
fazo deymiz.Ta'rif—3. Dan ko‘rinadiki

a) (X;)\yu’1+#Y2):;\(X:Y1)+ﬁ(x;}’2)‘;

b) (x,0)=0=(0,y) kelib chiqadi. Xuddi shunday Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi
deb ataluvchi |(x, y)|’<(x,x)-(y, y) tengsizlik ham kelib chigadi.

Agar skalyar ko‘paytma kiritilgan H fazoda |[|x|=v(x,x)  (x€ H) deb
olsak, H normalangan fazoga aylanadi. Hagiqatan ham norma aksiomalaridan 1°
va 2° lari bajarilishi ko‘rinib turibdi. 3°—¢uchburchak aksiomasining bajarilishini
ko‘rsatamiz. x,y€ H bo‘lsin, u holda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan
foydalanib
x+y["=(x+y x4 y)=(x,x)+(x, y)+ (v, x e (y, y) <l 20y [+yIP= (Xl ] yoki
[lx+yll<lx[l+ly]

Ta'rif—4. Agar H fazoda skalyar ko‘paytmali munosabat bilan norma

orqgali kiritish mumkin bo‘lsa, u holda bu H ni unitary fazo deymiz. Skalyar
ko‘paytma kiritilgan H fazo normalangan fazo ham bo‘lgani uchun,
normalangan fazo ega bo‘lgan barcha xossalarga H fazo ham ega bo‘ladi.
Bundan tashqari
1) Skalyar ko‘paytma uzluksizdir, ya'ni, agar X,—~ X, y,—-Y bo‘lsa u holda
(%n,¥a) ~ (x, ) bo‘ladi.
2)H fazodan olingan ixtiyoriy ikkita x, y elementlar uchun parallelogram
tengligi deb ataluvchi
lx+ ylF+llx=yIF=2(Ix[ +[lyIF) (1)

Ta'rif—5. To‘la unitar fazolarni abstract Gil bert fazolari deymiz. Shunday
qilib abstract Gil bert H fazosi quyidagi talablarni bajaradi;
1. H kompleks chizigli ( vektor ) fazo.
2. H skalyar ko‘paytma kiritilgan fazo.
3. x€ H bo‘lsa ||x||=V(x,x), ya'ni H normalangan fazo.
4. H fazo p(x,y)=|x—y| metrika ma'nosida to‘la.
5. Hfazoda ixtiyoriy n€ N natural son uchun n ta chizigli erkli elementlar
mavjud, yani H fazo cheksiz o‘lchovli bo‘lsin. Gil'bert fazosiga doir eng
muhim bo‘lganmisollarni keltiramiz.
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1-misol. I, kompleks chiziqli fazodagi ixtiyoriy ikkita x=(x,%, __ X,,..) va
y=(¥1,Y2.... Yns-) elementlar uchun (x,y)=>_ x,7, deb olinsa, bu fazo Gil bert
n=1

fazosidan iborat bo‘ladi.

2-misol. L,[a,b] kompleks chizigli fazo. Bu fazo [a,b] oraliqda aniglangan
kompleks qiymatli x(t) o‘lchovli funksiyalarning shunday to‘plamiki, bunda
b

[ x(t)]"p(t)dt<+xbo‘lsin, bunda p(t) haqiqiy qiymatli va [a,b] oraliqning deyarli

hamma joyida p(x,y)=0 bo‘lib to‘liq o‘Ichovli to‘plamda p(t)>0 bo‘lsin. Agar
b [R—

x(t),y(t)€ Ly, pla,b] funksiyalar uchun (x,y)=[ x(¢)-y(tp(t)dt deb olsak, u holda

bu fazo Gil bert fazosidan iborat bo‘ladi.

Xulosa qilib aytganda, Gilbert fazosi - matematik analiz va amaliy fanlar
uchun juda muhim bo‘lgan abstrakt matematik tushunchadir. Uning
xususiyatlari va Gilbert fazosida qo‘llaniladigan usullar turli murakkab ilmiy va
amaliy masalalarni yechishga keng imkoniyatlar yaratadi.
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