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Annotatsiya: Ushbu maqolada Gilbert fazosida chiziqli chegaralangan
operatorlar nazariyasi atroflicha yoritilgan. Jumladan, operator tushunchasi,
operatorning aniglanish va qiymatlar sohasi, bir jinsli operator, additiv operator,
chiziqli operator hamda chegaralangan operator kabi asosiy tushunchalarga aniqlik
kiritilgan. Har bir tushunchaga oid ta’rif va ularning xossalarini ifodalovchi
teoremalar keltirilgan. Shuningdek, operatorning normasi va uning asosiy
xususiyatlari tahlil gilingan. Maqolada keltirilgan misollar orqali bu turdagi
operatorlarning amaliyotdagi qo‘llanilishi, xususan, matematik analiz va
funksional analizdagi ahamiyati ko‘rsatib berilgan.

Kalit so‘zlar: operator, operatorning aniqlanish va qiymatlar sohasi, bir jinsli
operator, additiv operator, chizigli operator, chegaralangan operator,
chegaralanmagan operator, operatorning normasi.
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AnHoTaums: B nanHo# cTaThe MOAPOOHO U3I0KEHA TEOPUS] JIMHEHHBIX
OTPaHUYCHHBIX OMEPATOPOB B TMILOEPTOBOM MPOCTPAHCTBE. B yacTHOCTH,
PaCKpBITHI OCHOBHBIE TIOHSTHS, TAKUE KaK ONiepaTop, 00J1acTh ONpeeeHUs U
00J1acTh 3HAYEHUN OTepaTopa, OJTHOPOIHBIN OnepaTop, A IMTUBHBIN OIlepaTop,
JIMHEWHBIN ONepaTop U OrpaHUUYCHHBIN oniepaTop. st KaKa0ro MOHATHS
MPUBEACHBI ONIPEACICHUS U TEOPEMBI, ONTUCHIBAIOIINE UX CBOMCTBA. Takxke
paccMoTpeHa HopMa orepaTopa U €€ OCHOBHBIE XapakTepucTuku. [Ipumepsl,
MIPUBEJEHHBIC B CTAThE, HIUTIOCTPUPYIOT IPUMEHEHUE TaKUX ONIEPaTOPOB HA
MIPaKTHKE, 0COOCHHO B MAaTEMAaTHYECKOM U (DYHKITMOHAJILHOM aHaJIN3E.
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Abstract: This article provides a detailed exposition of the theory of linear
bounded operators in Hilbert space. In particular, it explores key concepts such as
operator, domain and codomain of an operator, homogeneous operator, additive
operator, linear operator, and bounded operator. Definitions and theorems
describing the properties of these concepts are presented. The norm of an operator
and its main characteristics are also analyzed. Examples given in the paper
illustrate the practical application of such operators, especially in mathematical and
functional analysis.
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Bizga H,va H,Gilbert fazolari berilgan bo‘lsin.

Ta'rif 1. Agar H, fazoning har bir elementiga H, fazoning yagona elementi
mos qo yilgan bo‘lsa, bu moslik  operator deyiladi va A:H, H, yoki
y=Ax(x€ H,y€ H,) kabi belgilanadi.

Umuman A operator X€ H, ning hamma yerida aniqlangan bo‘lishi shart
emas. Bu holda Ax mavjud va Ax€ H, bo‘lgan barcha x€ H,; lar to‘plami A
operatorning aniqlanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, ya'ni

D(A)={x€ H,:AxmavjudvaAx € H,}
Biror x€ D(A) uchun y=Axbajariladigan Y€ H, lar to‘plami A operatorning
qiymatlar sohasi yoki tasviri deyiladi va R(A) bilan belgilanadi.

R(A)={ye€ H,;A xe D(A),Ax=y}.
Misol uchun A:l, L, Ax=(X,,2Xy,...,NX,,...)
operatorning aniglanish sohasi butun fazoga teng emas. Chunki bu operator

on(l,%,%,...,%,...)EIZ

vektorni Ax,=(1,1,1,...,1,...) vektorga o‘tkazadi va bu vektor I, fazoning elementi
bo‘lmaydi, ya’ni X, bu operatorning aniqlanish sohasiga teng emas.

Agar H, va H, lar chiziqli fazolar bo‘lib, istalgan x€ H, va A€ C uchun
A(Ax)=2Ax munosabat bajarilsa,A operator bir jinsli deyiladi. Agar istalgan
x,y € H, uchun A(x+y)=Ax+Ay munosabat bajarilsa, u holda A operator additiv
deyiladi.

Ta'rif 2. Bir jinsli additiv operator chiziqli operator deyiladi.

Demak biror operatorni chiziqlilikka tekshirish uchun uni additivlik va bir
jinslilikka tekshirish lozim. Chiziqli operatorning ta’rifiga ekvivalent quyidagi
ta’rifni ham keltirib o‘tish foydadan xoli bo‘lmaydi:

Ta'rif 3. Agar ixtiyoriy X,y € H,va a,€ C lar uchun

Alax+By)=aAx+BAy
tenglik bajarilsa, u holda A operator chizigli deyiladi.

Lekin chiziqli operatorning aniqlanish sohasi chiziqgli ko*pxillik bo‘lishi talab
etiladi. Operatorning aniglanish sohasi D(A) deb belgilanadi. R(A) deb esa A
operatorning qiymatlar to‘plamini belgilaymiz:
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R(A)={ye H,;3 x€ D(A),Ax=y}.
Misol 1. A:L.(T’) Lz(Td):(Af)(X):fd vix=y)f Y)Y integral operatorni
T

garaymiz, bu yerda v( -) biror uzluksiz funksiya. Bu operatorning aniqlanish
sohasi D(A)=L,(T"). Chizigli ekanligi esa integralning chizigli ekanligidan kelib
chigadi.

Chizigli  operatorlar uchun chegaralanganlik  tushunchasi odatdagi
funksiyaning chegaralanganligi tushunchasidan biroz farq qiladi.

Faraz qilamiz,H,.H, lar Hilbert fazolari bo‘lsin.

Ta'rif 4. Agar A:H, H, operator H, dagi istalgan chegaralangan to ‘plamni
H, dagi chegaralangan to ‘plamga o ‘tkazsa, u chegaralangan operator deyiladi.

Demak chegaralanmagan operator biror chegaralangan to‘plamni

chegaralanmagan to‘plamga o‘tkazadi. Chiziqli operatorlar uchun chegaralanganlik
ta’rifini quyidagicha ham berish mumkin:

Ta'rif 5. H, va H, Hilbert fazolari va A:H, H, chizigli operator bo ‘Isin.
Agar biror M>0 son va istalgan X€ H, ychun

I Ax[| <M || x]| 3,

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi. Agar istalgan M soni
uchun shunday x,€ H, element mavjud bo‘lib, | Axylx>M|l x|l x, munosabat
o‘rinli bo‘lsa, A chegaralanmagan operator deyiladi.

Agar A operator chegaralanmagan bo‘lsa, uning normasi « ga teng deb gabul
qilamiz.

Misol 3. A:C" C",Az=(2,,22,,...,nz,) operatorni qaraylik.

n n
| Azll*=Y] vkz i<y, vait=n| 2|
k=1 k=1

munosabatga asosan || Az| <n|| z||. Demak, ta’rifga asosan A chegaralangan
operator.

Ta'rif 6. H, va H, Hilbert fazolari va A:H, H, chizigli operator bo ‘Isin.
Istalgan X€ H, ychun | Ax|l y, <M || x|l ;, munosabat bajariluvchi M>0 sonlarning
aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u || All kabi belgilanadi.

Amalda operatorning normasini topishda quyidagi teoremadan ko‘proq
foydalaniladi.

Teorema 1. A:H, H, chizigli operatorning normasi uchun quyidagi
tengliklar o ‘rinli:

) Ax
LI Al Zxeod A
O
2 A= 5l <t Axl
31 AL = Kl =1] Ax]

Chizigli chegaralangan operator xossalari:

1°. Agar A*H, H, va B:H, H, chizigli operatorlar chegaralangan
bo‘lsa, u holda ularning yig'indisi A+B operator ham chegaralangan va
la+Bl|<[[All+[|B[ b0 ‘ladi.

2. Agar A:H, H, chizigli operatorlar chegaralangan bo‘lsa, u holda
YV a€ C uchun oA operator ham chegaralangan.
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3°. Agar A:H, H, va B:H, H,chizigli operatorlar chegaralangan
bo‘Isa, u holda AB va BA operator ham chegaralangan va |AB|<|/A|||B]|
bo ‘ladi.

Ta'rif 7. (Geyne) X va Y normalangan fazolar va A:X Y chizigli operator
bo lsin. Agar Xo€ X elementga intiluvchi ixtivoriy |X,|€ X ketma-ketlik uchun
(Ax,|€Y ketma-ketlik AX,€ Y elementga intilsa, A operator X, nuqtada uzluksiz
deyiladi. Agar A operator X fazoning har bir nuqtasida uzluksiz bo ‘Isa u butun
fazoda uzluksiz deyiladi.

Ma'lumki uzluksiz funksiya chegaralangan bo‘ladi. Chizigli operatorlar
uchun esa uzluksizlik va chegaralanganlik tushunchalari ekvivalent.

Teorema 2. H, va H, Hilbert fazolari va A:H, H, chizigli operator
bo ‘Isin. Quyidagi tasdiglar ekvivalent:

1. Aoperator O nuqtada uzluksiz ;

2. A operator butun X fazodauzluksiz ;

3. Aoperator chegaralangan .

Misol 3. 1,(Z) fazoda quyidagi opratorni aniqlaymiz:

A:L(ZY) L(29),(AF)(x)=2(x) f(x),x€ Z',fe 1,(Z),
bunda £(x)-z‘ da aniglangan biror funksiya. Ravshanki, A chiziqli operator. Bu
operatorning aniglanish sohasi

D(A)=fel(z ng )i’<o0

XGZ

to‘plamdir. Quyidagi teorema o‘rinli:

Teorema 3. A operatorning aniqlanish sohasi butun 1,(Z°) fazoga teng
bo ‘lishi uchun

Xeczdvé(x)vcoo
bo‘lishi zarur va yetarli.
Misol 4. L,(T?) fazoda aniglangan ko ‘paytirish operatorini qaraymiz:
(Af)(x)=e(x)f(x),fe L,(T),xe T",

bunda e(x)-T? da aniglanga biror kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya.
Ko‘rinib turibdiki, A operator chiziqli Uning aniqlanish sohasi

D(A) [feL f Ve(x)f(x)i*dx<oo|.

xeT!
Quyidagi to‘plamni kiritamiz:
X.(f)=(xeT:vf(x)vin],f€ L,(T),ne N.

Ta'rif 8. Agar biror n natural son uchun p(X,(f))=0 bo Isa,
fe L,(T’) funksiya muhim chegaralangan deyiladi, bu yerda p(M)—M
to ‘plamning Lebeg o ‘Ichovi.

Demak, muhim chegaralanmagan f€ L,(T“) funksiya uchun barcha natural n
larda p(X,(f))>0 shart bajariladi.

Teorema 4. A operatorning aniglanish sohasi butun L,(T‘) fazoga teng
bo ‘lishi uchun €(x) funksiyaning muhim chegaralangan bo ‘lishi yetarli
va zarur.

Misol 5. L,(T7) fazoda aniglangan quyidagi operatorni garaymiz:
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(Af)(t)=fd K(t,x)f(x)dx,f € L,(T?),

bunda K(t,x) funksiya T¢xT? da aniglangan biror o‘lchovli kvadrati bilan
integrallanuvchi funksiya. Integralning chiziqgliligidan, bu operator chiziqli. Agar
[ | vK(t,x)¢*dtdx<oo
Td

bo‘lsa, u chegaralangan operator bo‘ladi (Fubini teoremasi). Bunday operator
integral operator deb ataladi. K(t,x) funksiya esa uning yadrosi deyiladi.
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