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Abstract: This article provides a detailed exposition of the theory of linear 

bounded operators in Hilbert space. In particular, it explores key concepts such as 
operator, domain and codomain of an operator, homogeneous operator, additive 
operator, linear operator, and bounded operator. Definitions and theorems 
describing the properties of these concepts are presented. The norm of an operator 
and its main characteristics are also analyzed. Examples given in the paper 
illustrate the practical application of such operators, especially in mathematical and
functional analysis.
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Bizga  H 1 va  H2Gilbert  fazolari  berilgan  bo‘lsin.
Ta`rif 1. Agar H 1 fazoning har bir elementiga H 2 fazoning yagona elementi

mos  qo‘yilgan  bo‘lsa,  bu  moslik   operator deyiladi  va  A :H1⟶H 2 yoki
y=Ax (x∈ H 1 y∈ H 2) kabi belgilanadi.

Umuman  A  operator  x∈ H 1  ning  hamma  yerida  aniqlangan  bo‘lishi  shart
emas.  Bu  holda  Ax  mavjud  va   A x∈ H2  bo‘lgan  barcha   x∈ H 1  lar  to‘plami A
operatorning  aniqlanish  sohasi  deyiladi  va  D(A)  bilan  belgilanadi,  ya`ni  

                    D (A )={x∈ H 1 :Ax mavjud va A x ∈ H2}
Biror   x∈ D(A )   uchun  y=Axbajariladigan   y ∈ H 2 lar  to‘plami A  operatorning
qiymatlar  sohasi  yoki  tasviri  deyiladi  va  R(A)  bilan  belgilanadi.

                  R(A)={ y∈ H2:∃ x ∈ D(A) , Ax= y }.
Misol  uchun          A : l2⟶l2 , Ax=(x1 ,2x2 ,... , n xn , ...)
operatorning aniqlanish  sohasi  butun  fazoga  teng  emas.  Chunki  bu  operator 

x0=(1 ,
1
2

,
1
3

, ... ,
1
n

,...)∈ l2

vektorni  A x0=(1,1,1 , ... ,1, ...)  vektorga o‘tkazadi va bu vektor  l2 fazoning elementi
bo‘lmaydi, ya’ni x0 bu operatorning  aniqlanish  sohasiga  teng  emas.

Agar  H 1 va  H 2 lar chiziqli  fazolar bo‘lib, istalgan  x∈ H 1 va  λ∈ C  uchun
A( λx)=λAx munosabat  bajarilsa,A operator  bir  jinsli deyiladi.  Agar  istalgan
x , y ∈ H 1 uchun  A(x+ y )=Ax+Ay munosabat bajarilsa, u holda  A operator  additiv
deyiladi.

Ta'rif 2.  Bir  jinsli  additiv  operator  chiziqli  operator  deyiladi. 
Demak  biror  operatorni  chiziqlilikka  tekshirish  uchun  uni  additivlik  va bir
jinslilikka  tekshirish   lozim.  Chiziqli  operatorning ta’rifiga  ekvivalent  quyidagi
ta’rifni  ham  keltirib  o‘tish  foydadan  xoli  bo‘lmaydi:

Ta'rif 3.   Agar  ixtiyoriy x , y ∈ H 1 va α ,β ∈ C  lar  uchun 
A (αx+βy )=αAx+βAy

tenglik  bajarilsa,  u  holda   A operator  chiziqli  deyiladi.  
Lekin chiziqli operatorning aniqlanish sohasi chiziqli ko‘pxillik bo‘lishi talab

etiladi.  Operatorning  aniqlanish  sohasi  D(A) deb  belgilanadi.  R(A) deb  esa  A
operatorning qiymatlar to‘plamini belgilaymiz:
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R(A)={ y∈ H2 :∃ x ∈ D(A) , Ax= y }.

Misol 1.  A :L2(T
d) ⟶L2(T d ) ,(Af )(x)=∫

T d

‍v (x− y ) f ( y )dy integral operatorni 

qaraymiz, bu yerda v(⋅) biror uzluksiz funksiya. Bu operatorning aniqlanish 
sohasi  D(A)=L2(T

d). Chiziqli ekanligi esa integralning  chiziqli  ekanligidan  kelib
chiqadi. 

Chiziqli   operatorlar   uchun   chegaralanganlik    tushunchasi  odatdagi
funksiyaning  chegaralanganligi  tushunchasidan  biroz  farq  qiladi.

Faraz  qilamiz,H 1 ,H 2 lar  Hilbert  fazolari  bo‘lsin.
Ta'rif 4.  Agar A :H1⟶H 2 operator H 1 dagi istalgan chegaralangan to‘plamni

H 2 dagi chegaralangan to‘plamga o‘tkazsa, u  chegaralangan operator deyiladi. 
 Demak  chegaralanmagan  operator  biror  chegaralangan  to‘plamni

chegaralanmagan to‘plamga o‘tkazadi. Chiziqli operatorlar uchun chegaralanganlik
ta’rifini quyidagicha ham berish mumkin:

Ta'rif 5.  H 1 va H 2 Hilbert fazolari va  A :H 1⟶H2 chiziqli operator bo‘lsin. 
Agar biror M>0 son va istalgan x∈ H 1 uchun 

∥ Ax∥ H 2
≤M ∥ x∥ H 1

tengsizlik  bajarilsa,  A chegaralangan operator deyiladi.  Agar  istalgan  M  soni
uchun shunday  xM ∈ H1 element  mavjud  bo‘lib,  ∥ A xM∥ H 2

>M∥ xM ∥ H 1 munosabat
o‘rinli bo‘lsa, A chegaralanmagan  operator deyiladi. 

 Agar A operator chegaralanmagan bo‘lsa, uning normasi ∞ ga teng deb qabul
qilamiz.

Misol 3.  A :Cn⟶C n, Az=(z1 ,2 z2 , ... , n zn)  operatorni  qaraylik. 

∥ Az∥ 2=∑
k=1

n

‍∨k zk ¿
2≤n2∑

k=1

n

‍∨zk¿
2=n2∥ z∥ 2

munosabatga  asosan  ∥ Az∥ ≤n∥ z ∥ .  Demak,  ta’rifga  asosan  A chegaralangan
operator. 

Ta'rif 6.   H 1  va H 2 Hilbert fazolari va A :H1⟶H 2 chiziqli operator bo‘lsin.
Istalgan  x∈ H 1 uchun  ∥ Ax∥ H 2

≤M ∥ x∥ H 1 munosabat bajariluvchi  M >0 sonlarning
aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u ∥ A∥  kabi belgilanadi.

 Amalda  operatorning  normasini  topishda  quyidagi  teoremadan  ko‘proq
foydalaniladi.

Teorema 1.  A :H1⟶H 2 chiziqli operatorning normasi uchun quyidagi 
tengliklar o‘rinli:  

1. ∥ A∥ =¿ x ≠0
∥ Ax∥ H 2

∥ x ∥ H 1

;

2. ∥ A∥ =¿∥ x∥ H 1
<1∥ Ax∥ H 2

;

3. ∥ A∥ =¿∥ x∥ H 1
=1∥ Ax∥ H 2

.  
Chiziqli  chegaralangan  operator  xossalari:
10 .  Agar  A :H1⟶H 2  va   B:H 1 ⟶H 2 chiziqli  operatorlar  chegaralangan  

bo‘lsa,  u  holda  ularning  yig`indisi  A+B  operator ham  chegaralangan  va
‖A+B‖≤‖A‖+‖B‖   bo‘ladi.

20. Agar  A :H1⟶H 2  chiziqli  operatorlar  chegaralangan  bo‘lsa,  u  holda
∀ α∈ C  uchun  αA operator  ham  chegaralangan.
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30 .  Agar  A :H1⟶H 2  va   B:H1 ⟶H2 chiziqli  operatorlar  chegaralangan  
bo‘lsa, u  holda  AB  va BA  operator  ham  chegaralangan  va  ‖AB‖≤‖A‖‖B‖   
bo‘ladi.

Ta'rif  7. (Geyne) X  va Y  normalangan fazolar va A :X ⟶Y  chiziqli operator
bo‘lsin.  Agar  x0∈ X elementga  intiluvchi  ixtiyoriy  {xn}∈ X ketma-ketlik  uchun
{A xn }∈ Y   ketma-ketlik A x0∈ Y  elementga  intilsa, A operator x0 nuqtada  uzluksiz
deyiladi. Agar  A operator  X  fazoning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa u  butun
fazoda uzluksiz deyiladi. 

Ma`lumki  uzluksiz  funksiya  chegaralangan  bo‘ladi.  Chiziqli  operatorlar
uchun esa uzluksizlik va chegaralanganlik tushunchalari ekvivalent.

Teorema 2. H 1 va H 2  Hilbert fazolari  va  A :H1⟶H 2 chiziqli  operator 
bo‘lsin.  Quyidagi  tasdiqlar  ekvivalent:  

1. Aoperator 0nuqtadauzluksiz ;
2. A operatorbutun X fazodauzluksiz ;  
3. Aoperator chegaralangan . 
Misol 3.  l2(Z

d) fazoda quyidagi opratorni aniqlaymiz: 
A : l2(Z

d)⟶l2(Z
d) ,(Af )(x)= ε̂ (x) f̂ (x) , x∈ Zd , f̂ ∈ l2(Z

d) ,
bunda ε̂ (x)−Zd da  aniqlangan  biror  funksiya. Ravshanki, A chiziqli  operator. Bu
operatorning aniqlanish sohasi 

D(A)={f̂ ∈ l2(Z
d):∑

x ∈ Zd

‍∨ ε̂ (x) f̂ ( x)¿2<∞}
to‘plamdir. Quyidagi teorema o‘rinli: 

 Teorema 3.   A operatorning  aniqlanish  sohasi  butun  l2(Z
d) fazoga teng

bo‘lishi uchun 
¿

x∈ Zd
∨ ε̂ (x)∨¿ ∞

bo‘lishi zarur va yetarli. 
Misol 4. L2(T

d)  fazoda  aniqlangan  ko‘paytirish  operatorini  qaraymiz: 
(Af )(x )=ε(x ) f (x ), f ∈ L2(T

d) , x ∈ T d ,

bunda  ε (x)−T d da  aniqlanga  biror  kvadrati  bilan  integrallanuvchi  funksiya.
Ko‘rinib  turibdiki, A operator chiziqli. Uning aniqlanish sohasi 

D(A)={f ∈ L2(T
d) : ∫

x ∈ T d

‍∨ε (x ) f (x )¿2dx<∞}.
Quyidagi  to‘plamni  kiritamiz: 

X n( f )={x ∈ T d :∨ f (x )∨¿n }, f ∈ L2(T
d) ,n∈ N .

Ta'rif  8.  Agar  biror  n  natural  son  uchun μ(Xn (f ))=0 bo‘lsa,
f ∈ L2(T

d)  funksiya  muhim  chegaralangan  deyiladi, bu  yerda  μ(M )−M  
to‘plamning Lebeg o‘lchovi. 

 Demak, muhim chegaralanmagan f ∈ L2(T
d) funksiya uchun barcha natural n

larda μ(Xn(f ))>0 shart  bajariladi.
Teorema 4.  A operatorning  aniqlanish  sohasi  butun  L2(T

d)  fazoga  teng 
bo‘lishi  uchun  ε (x)  funksiyaning  muhim  chegaralangan  bo‘lishi  yetarli  
va  zarur. 

Misol 5.  L2(T d) fazoda  aniqlangan  quyidagi  operatorni  qaraymiz: 
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(Af )(t )=∫
T d

‍K (t , x ) f (x)dx , f ∈ L2(T
d) ,

bunda  K (t , x ) funksiya  T d×T d da  aniqlangan  biror  o‘lchovli  kvadrati  bilan
integrallanuvchi funksiya. Integralning chiziqliligidan, bu operator chiziqli. Agar 

∫ ‍∫
T d

‍∨K (t , x)¿2dtdx<∞

bo‘lsa, u chegaralangan operator bo‘ladi (Fubini teoremasi). Bunday operator
integral operator deb ataladi. K (t , x ) funksiya esa uning yadrosi deyiladi. 
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