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РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ АБЕЛЯ С ПОМОЩЬЮ

ДРОБНЫХ ОПЕРАТОРОВ.

SOLUTION OF ABELIAN INTEGRAL EQUATIONS USING

FRACTIONAL OPERATORS.

Аннотация: В данной работе операторы дробного порядка и интегральные

уравнения Абеля используются при решении сложных моделей, уравнений

моделирования  материалов  и  движения.  Используя  интегральное

уравнение  Абеля,  свойства  дробных  операторов,  решение  задачи

представлено с помощью дробных интегралов и дробных производных.

Ключевые  слова: Дробные  операторы,  дробная  производная,  дробный

интеграл.

Abstract: In this work, fractional order operators and Abel's integral equations

are used in solving complex models, materials and motion modeling equations.

Using  the  Abel  integral  equation,  the  properties  of  fractional  operators,  the

solution of the problem is presented with the help of fractional integrals and

fractional derivatives.
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Этот

                                 (1)
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интегральное  уравнение  в  виде  называется  интегральным  уравнением

Абеля [1].

Уравнение  (1)  решается  следующим  образом.  В  этом  уравнении  мы

смешиваем x с t и t с s, затем умножаем обе части уравнения на выражение

 и интегрируем от a до x по t:

Заменив порядок интегрирования по формуле Дирихле,

                              (2)

мы  составляем  уравнение.  Подставив   во  внутренний

интеграл в левой части уравнения, получим

следует равенство. Тогда согласно (2).

                                                       (3)

Дифференцируя  обе  части  этого  уравнения,  формируем  решение

интегрального уравнения Абеля[1]:

                                                       (4)
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Таким образом, если решение уравнения (1) существует, оно выражается в

виде  (4).  Из  процесса  формулировки  следует,  что  если  решение

существует, то оно единственно.

Таким образом, можно показать, что это

                               (5)

решение интегрального уравнения

                                             (6)

определяется по формуле.

Как известно из курса математического анализа, для n-кратного интеграла

подходит следующая формула:

                        (7)

 с  учетом  этого  правую  часть  уравнения  (7)  можно

определить даже для дробных значений n [2].

(7) определяем интегралы дробного порядка, соответствующие равенству,

в следующем порядке.

Описание. будь как будет Этот

                                                  (8)
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выражения в  форме называются интегралами  (дробного) порядка (в

смысле Римана-Лиувилля) от функции.

Функции  и  определены почти во всех точках интервала

(a,b) и принадлежат классу .

На основе этого определения интегральные уравнения Абеля (1) и (5)

                                                 (9)

можно записать в форме.

Если  почти для всех .

                                         (10)

равенство будет уместным. Действительно,

В  результате  подстановки  в  последний  внутренний  интеграл

 получим следующее уравнение[1]:
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Это показывает, что уравнение (10) верно.

По определению,

                                                                          (11)

мы так думаем.

Описание. Пусть функция  определена в разделе .

                                    (12)

                                 (13)

выражения в виде называются производными  (десятичного) порядка (в

смысле Лиувилля) от  функции.

На  основе  этого  определения  уравнения  (4)  и  (6),  дающие  решения

интегральных уравнений Абеля (1) и (5) соответственно

                                                   (14)

можно записать в форме.

Напомним,  что  интегралы  дробного  порядка   определяются  в

соответствии с порядком. Но (12), (13) дробные производные определены

только  тогда,  когда  они  равны  .  Прежде  чем  перейти  к
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определению  производных  дробного  порядка  при  ,  приведем

достаточное условие существования производных дробного порядка.

Лемма. Если функция   абсолютно непрерывна на участке  ,  то

почти  во  всех  точках  участка   имеются  дробные  производные

функции  и подходят следующие формулы:

Пример.  быть. Тогда, исходя из равенства (1.1.13),

Если заменить интегральную переменную  формулой,

следует равенство. Итак, функция   выступает в качестве

постоянного числа для производной второго порядка .

Теперь , пусть  - его целая часть, а  -дробная часть. Если  -

целое число, мы получаем простые производные в классе   порядковых

производных:
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Если  -  не  целое  число,  мы  определяем  упорядоченные  производные

следующим образом:

Итак, в общем, когда .

                                          (15)

                               (16)

Обычно  класс  функций,  выражаемых  в  виде  дробных  интегралов

, определяется формулой , т.е.

Имеет место следующая теорема.

Теорема.  быть. В таком случае

                              (17)

равенства для всех функций,
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                             (18)

и все равенства соответственно

выполняется для функций.

Если  вместо последних условий, то уравнения (18) будут в

общем случае неверными и, например, первое будет заменено следующей

формулой .

здесь 

Итак,  интегральные уравнения  Абеля  и  их решения определяются

уравнениями (9) и (14), и чтобы поставить функции в уравнения (14) и (9),

необходимо выполнить условие приведенной выше теоремы.
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