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ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ИЗГИБА

СТЕРЖНЯ

CONSTRUCTION OF A MATHEMATICAL MODEL OF ROD

BENDING

Аннотация 
В  данном  статье  разрабатывается  математическая  модель  для  расчета

изгиба  прямоугольного  поперечного  сечения стержня  (W )  на  основе
вариационного  принципа  Лагранжа,  получается  точное  решение
рассматриваемой краевой задачи, описывается  вычислительный алгоритм
и проводится сравнительный анализ результатов [1-3].
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Abstract
In this article develops a mathematical model for calculating the bending of a
rectangular cross-section of a rod based on the Lagrange variational principle,
obtains  an  exact  solution  to  the  considered  boundary  value  problem  under
consideration,  describes  the  computational  algorithm  and  performs  a
comparative analysis of the results [1-3].
Keywords
Variational principle, potential energy, external forces, moments, stress, elastic
modulus, deformation, finite differences, sweep method.

Постановка задачи:
В данной постановке математическая модель перемещения точек стержня
и компонента деформаций составляет [3-6]

u=−zα1  или 
u=−z ∂w

∂ x ,   (1)

ε=∂u
∂ x

= ∂
∂ x(−z ∂w

∂ x )=−z ∂
2w

∂ x2 .      (2)
Из закона Гука определяем напряжение:

σ=Eε=E(−z ∂2w∂ x2 )=−Ez ∂
2w

∂ x2 , (3)
где σ  – напряжение; E  – модуль упругости; ε  – деформация.

Для вывода дифференциальных уравнений равновесия стержней 
используется вариационный принцип Лагранжа [1-10].

                                                                                                                (4) 
Теперь  на  основе  вариационного  принципа  Лагранжа  (4)  вычисляем
вариации потенциальной энергии:

δΠ=∫
V

σδε dV=∫
V

σδ(−z ∂2w∂ x2 )dV=∫
x [−∫F zσ dF δ(∂2w

∂ x2 )]dx . (5)
Момент силы M  определяется в виде:

 
M=∫

F

zσ dF=∫
F

−Ez2 ∂
2w

∂ x2
dF=−E bh

3

12
∂2w
∂ x2

=−EJ ∂2w
∂ x2 . (6)
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Подставим выражение M  на формуле (5), и интегрируем его по частям:

∫
x [−∫F zσ dF δ ∂

2w
∂ x2 ]dx=∫x [−Mδ ∂2w

∂ x2 ]dx=−Mδ∂w
∂ x

|x−∫
x
[∂M∂ x

δ
∂w
∂ x ]dx=

¿−Mδ∂w
∂ x

|x+
∂M
∂ x

δw|x−∫
x
[∂2M∂ x2

δw]dx .
(7)

Тогда вариация потенциальной энергии имеет вид:

δΠ=[−Mδ ∂w
∂ x

+Qδw]
x
−∫
x
[∂2M∂ x2

δw]dx
(8)

или

δΠ=EJ ∂2w
∂ x2

δ
∂w
∂ x

|x−EJ
∂3w
∂ x3

δw|x+∫
x
[EJ ∂4M

∂ x4
δw ]dx

. (9)

Теперь определяем вариации внешних сил δA :

δA=∫
x
∫
l

fδ wdldx=∫
x

fδw ∫
−
b0
2

b0
2

dydx=∫
x

fb0 δwdx

. (10)

На основе вариационного принципа Лагранжа (4) получим:

∫
x
[−EJ ∂4w

∂ x4
+ fb0]δwdx=0

. (11)

Введя в уравнение (11),  безразмерные величины по зависимостям  x=l x̄
w=h0 w̄  имеем: 
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Рис. 1. Схема нагружения стержня на изгиб
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−
EJh0
l4

∂4 w̄
∂ x̄4

+ fb0=0
     или     

∂4 w̄
∂ x̄ 4

=
fb0 l

4

EJh0 .                (12)
Известно, что изгиб стержня вычисляется с помощью дифференциального
уравнения  четвертого  порядка  (12)  с  соответствующими  граничными
условиями, например:

w̄|¿¿ x=0 ¿x=l ¿¿=0¿,  

d w̄
dx

|¿¿ x=0 ¿x=l ¿¿=0¿
. (13) 

Для решения поставленной задачи принимаем метод конечных разностей
[2]  аппроксимация  краевой  задачи  (12),  (13)  и  получаем  система
алгебраических уравнений 

 
(14)
i=1,2,...., n-1.

(15)
Решения систем алгебраических уравнений (14), (15) используем метод

прогонки,  в  котором  при  прямом  ходе  вычисляются  прогоночные
коэффициенты,  а  при  обратном  –  находим  решение  системы
алгебраических уравнених (14).     
На  основе  разработанного  вычислительного  алгоритма  и  созданной
программы получены точные  и  приближенные  решения краевой  задачи
(12)-(15) при следующих исходных данных:    l=2 м; h0=0,1 м; b0=0,05 м;
f3

+=5 МПа; E=2·105 МПа.

Краевая  задача  решается  с  различными  значениями  шагов  сетки  h  (

h=1/N , N  – число узлов). 
Точные и приближенные решения прогиба w  при различных

значениях числа узлов

x
Точное

решение

Приближенные решения

N =10 N =20 N =40 N =80 N =160

w

0.0 0 0 0 0 0 0
0.1 0,0162 0,0198 0,0171 0,0164 0,0163 0,0162
0.2 0,0512 0,0576 0,0528 0,0516 0,0513 0,0512
0.3 0,0882 0,0966 0,0903 0,0887 0,0883 0,0882
0.4 0,1152 0,1248 0,1176 0,1158 0,1154 0,1152
0.5 0,1250 0,1354 0,1275 0,1256 0,1252 0,1250
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